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前

　
言

线性代数是大学数学的一门重要基础课程，也是自然科学和工程技术各领域中广

泛应用的数学工具。 随着现代科技的飞速发展和计算机的广泛应用，线性代数在理论

和应用上的重要性就更加突出了，这对线性代数的教学也提出了更高的要求。
本书在编写的过程中，以降低难度、理论够用为尺度，淡化数学的抽象概念、理论和

证明，注重实际应用。 书中的概念，引入自然、清楚、准确；定理的证明清晰、简洁；例题

的安排贴切、丰富。 教学内容的深广度与经管类各专业教学基本要求一致，与教育部研

究生入学考试大纲数学三、数学四内容相吻合。 本书内容在体现科学性和系统性的同

时，力求做到由浅入深、通俗易懂，便于教师讲解和学生自学。
本书通过对基础理论的介绍，主要培养学生的学习方法，训练学生的抽象思维能

力、逻辑推理能力、空间想象能力以及自主学习能力，使他们能够利用线性代数知识解

决相关实际问题。 本书每小节后都配有适量的精选习题；每章后都配有复习题，供学有

余力的学生选做。
本书内容共分为六章，具体包括第一章行列式、第二章矩阵、第三章 ｎ 维空间向量、

第四章线性方程组、第五章相似矩阵和二次型、第六章数学实验基础。 本书第六章数学

实验基础，重点介绍了 ＭＡＴＬＡＢ 和 ＭＡＴＬＡＢ 矩阵及其运算，突出线性代数在经管类专

业的应用，对提高大学生数学建模能力和应用能力有很大的帮助。 全书内容结构合理，
逻辑性强，注重学生应用能力的培养，实用性强。

由于时间仓促，加之编写人员水平有限，教材中不足和考虑不周之处在所难免，期
望得到广大专家、同行和读者的批评指正，使其在教学实践中不断完善。

编　 者
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1
第一章
行列式



1.1 行列式的定义

1.1.1 二、三阶行列式

设含有两个未知数变量x1,x2 的二元线性方程组

a11x1+a12x2=b1
a21x1+a22x2=b2{ (1.1)

为了消去方程组 (1.1)中的未知数x2,以a22与a12分别乘以方程组 (1.1)的第一个方程与第二

个方程的两端,然后两个方程相减,得

(a11a22-a12a21)x1=b1a22-b2a12

类似地,消去x1,得

(a11a22-a12a21)x2=b2a11-b1a21

若a11a22-a12a21≠0时,则方程组 (1.1)有唯一解。

x1=
a22b1-a12b2
a11a22-a12a21

,x2=
a11b2-a21b1
a11a22-a12a21

(1.2)

为了便于研究与计算,在 (1.2)式中引入二阶行列式

a11 a12

a21 a22

其中,横排称为行,纵排称为列,a11,a12,a21,a22称为二阶行列式的元素,二阶行列式中从左上角

到右下角的对角线称为行列式的主对角线,从右上角到左下角的对角线称为行列式的副对角线。计算

方法如下

a11 a12

a21 a22

=a11a22-a12a21

即二阶行列式的值就等于主对角线上的两个元素之积减去副对角线上的两个元素之积。

例如, 3 2
4 1

=3×1-2×4=-5

根据上述定义,(1.2)式中的分母、分子可以分别记为

D=
a11 a12

a21 a22

=a11a22-a12a21 (1.3)

D1=
b1 a12

b2 a22

=b1a22-b2a12 (1.4)

D2=
a11 b1
a21 b2

=b2a11-b1a21 (1.5)

x1=
D1

D =

b1 a12

b2 a22

a11 a12

a21 a22

,x2=
D2

D =

a11 b1
a21 b2
a11 a12

a21 a22

(1.6)

分母D 是由线性方程组 (1.1)的系数所确定的二阶行列式 (称为系数行列式);x1 的分子D1 是

将D 中第一列的元素a11、a21换成常数项b1、b2 所得的二阶行列式,于是有

D1=
b1 a12

b2 a22
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x2 的分子D2 是将D 中第一列的元素a12、a22换成常数项b1、b2 所得的二阶行列式,于是有

D2=
a11 b1
a21 b2

当D≠0时,线性方程组 (1.1)有唯一解 (1.6)。
于是二元方程组的解的公式又可写为

x1=
D1

D

x2=
D2

D

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

 (D≠0)

【例1 1】 解二元线性方程组

3x1-2x2=12
2x1+x2=1{

【解】 因为系数行列式

D=
3 -2
2  1

=3×1- (-2)×2=7≠0

所以线性方程组有解,且

D1=
12 -2
1  1

=14,D2=
3 12
2 1

=-21

于是方程组的解为

x1=
D1

D =
14
7=2

,x2=
D2

D =
-21
7 =-3

类似地,对于三个未知变量x1,x2,x3 的三元线性方程组

a11x1+a12x2+a13x3=b1
a21x1+a22x2+a23x3=b2
a31x1+a32x2+a33x3=b3

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1.7)

我们引入记号

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

=a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32-a11a23a32-a12a21a33-a13a22a31 (1.8)

称为三阶行列式。其中,元素aij的两个下标i与j分别表示aij所在的行与列的序数,分别称为行标和

列标。三阶行列式的计算方法可用图1 1来表示。

B

�

� �
�

��

�� B��

B��

B�� B��

B��

B��

B��

B��

图1 1 三阶行列式的计算方法

利用消元法求解三元线性方程组 (1.7)。当系数行列式

D=
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

≠0
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如果记

D1=
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

,D2=
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

,D3=
a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

可得方程组 (1.7)有唯一解

x1=
D1

D
,x2=

D2

D
,x3=

D3

D
(1.9)

【例1 2】 计算三阶行列式

D=
1 2 1
-2 2 1
1 4 -2

【解】 由三阶行列式的定义,有

D=1×2× (-2)+2×1×1+ (-2)×4×1-1×2×1-1×4×1- (-2)×2× (-2)=-24
【例1 3】 求解方程

1 1 1
2 3 x
4 9 x2

=0

【解】由三阶行列式的定义,有

D =
1 1 1
2 3 x
4 9 x2

=1×3×4+x×9×1+1×2×x2-1×3×x2-1×x×4-2×9×1
=12+9x+2x2-3x2-4x-18
=x2-5x+6

由x2-5x+6=0
解得 x=2或x=3
【例1 4】 解线性方程组

-2x1+x2+x3=-2
x1+x2+4x3=0
3x1-7x2+5x3=5

ì

î

í

ï
ï

ïï

【解】先计算系数行列式

D=
-2 1 1
1 1 4
3 -7 5

=-10+12-7-3-56-5=-69≠0

再计算D1,D2,D3:

D1=
-2 1 1
0 1 4
5 -7 5

=-51,D2=
-2 -2 1
1  0 4
3  5 5

=31,D3=
-2 1 -2
1 1 0
3 -7 5

=5

由 (1.9)式可知

x1=
D1

D =
17
23

,x2=
D2

D =-
31
69

,x3=
D3

D =-
5
69

1.1.2 排列与逆序

为了获得n 阶行列式的定义,我们要先介绍全排列、逆序数及其有关的概念。
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定义1 把n 个不同的自然数1,2,…,n 排成一个有序数组i1i2…in 称为一个n 级全排列,简

称 “排列”。例如:123是一个3级排列,42351是一个5级排列,21458673是一个8级排列。
一般地,n 级排列的总的排列方法为n! 个。例如,3级排列的总的排列方法有3! =6个,即

123,132,213,231,312,321
显然,12…n 也是一个n 级排列,这个排列具有自然顺序,就是按递增的顺序排列起来的,我们

称为自然排列,其他排列都或多或少地破坏了自然顺序。
定义2 在一个排列中,如果一个较大的数码排在某一个较小的数码的前面,就说这两个数码构

成一个逆序。例如,排列132有一个逆序,321有三个逆序。一个排列中逆序的总数就称为这个排列

的逆序数。
逆序数为奇数的排列称为奇排列,逆序数为偶数 (或者为0)的排列称为偶排列。
下面介绍求逆序数的方法,设P1P2…Pn 为1,2,…,n的一个排列,考虑数Pi (1,2,…,n),

如果比Pi 大且排在Pi 前面的数有τi 个,就说Pi 的逆序数为τi,每个数的逆序数之总和为τ1+τ2+…

+τn,即是这个排列的逆序数,记为τ (P1P2…Pn),即τ=τ1+τ2+…+τn。
【例1 5】 求排列45321的逆序数。
【解】 在排列45321中,4排在首位,比4大的且排在4前面的数有0个,所以数逆序数为0;

5是最大的数,故逆序数为0;
类似地,3的前面比3大的数有两个:4,5,故逆序数为2;

2的前面比2大的数有三个:4,5,3,故逆序数为3;

1的前面比1大的数有四个:4,5,3,2,故逆序数为4。
所以这个排列的逆序数为

τ (45321)=0+0+2+3+4=9,故排列45321是一个奇排列,显然,τ (12…n)=0,所以自然

数排列是偶排列。
把一个排列中某两个数的位置互换,而其余的数不动,就得到另一个排列。这样的一个变换称为

对换。将相邻的两个数对换,叫作相邻对换。
定理1 做一次对换改变排列的奇偶性。

定理2 在全部的n 级排列中,奇、偶排列的个数相等,各有n!
2

个 (证明略)。

1.1.3 n阶行列式的定义

为了给出n 阶行列式的定义,先来研究三阶行列式的结构。我们知道三阶行列式的定义为

D=
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

=a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32-a11a23a32-a12a21a33-a13a22a31 (1.10)

容易看出:
(1) (1.10)式右边的每一项都恰是三个元素的乘积,这三个元素位于不同行、不同列。因此,

式 (1.10)右端的任一项除正负号外可以写成a1p1a2p2a3p3
。这里的第一个下标 (行标)排成自然顺序

123,而第二个下标 (列标)排成p1p2p3,它是1,2,3这三个数构成的排列中的某个排列。这样的

排列共有6个,对应式 (1.10)右端共含6项。
(2)各项的正负号与列标的排列对照:
带正号的三项列标排列是:123,231,312;
带负号的三项列标排列是:132,213,321。
经计算可知前三个排列都是偶排列,后三个排列都是奇排列。因此各项所带的正负号可以表示为

(-1)τ(p1p2p3),其中τ (p1p2p3)为列标排列的逆序数。
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经过分析,三阶行列式可以写成

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= ∑
p1p2p3

(-1)τ(p1p2p3)a1p1a2p2a3pn

其中,∑ 表示对1,2,3这三个数的所有排列p1p2p3 求和。

显然,二阶行列式也符合这些特征,可记为

a11 a12

a21 a22
=a11a22-a12a21=∑

p1p2

(-1)τ(p1p2)a1p1a2p2

定义3 由n2 个元素aij (i,j=1,2,…,n)排成n 行n 列,称为n 阶行列式,

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙   ︙

an1 an2 … ann

(1.11)

它等于所有取自不同行不同列的n 个元素的乘积

a1j1a2j2
…anjn

(1.12)
的代数和。其中行标依次构成自然排列,列标j1j2…jn 是数1,2,…,n 的一个n 级排列,每项前面

带有符号 (-1)τ(j1j2…jn),即当j1j1…jn 是偶排列时,式 (1.12)前带正号,当j1j2…jn 是奇排列时,
式 (1.12)前带负号,记作

D=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙   ︙

an1 an2 … ann

= ∑
j1j2…jn

(-1)τ(j1j2…jn)a1j1a2j2
…a3jn

(1.13)

其中,∑
j1j2…jn

表示对所有的n 级排列求和,有时简记行列式D= aij n。

我们称式 (1.13)为n 阶行列式的展开式,它是前面二阶行列式和三阶行列式的推广。显然,由

一个元素构成的一阶行列式 a11 就是数a11本身,即 a11 =a11。注意不要与绝对值符号相混淆。
例如,计算一个四阶行列式:

D=

0 0 0 1
0 0 2 0
0 3 0 0
4 0 0 0

根据定义3,行列式D 的展开式表示的代数和中有4! =24项。考虑其一般项a1j1a2j2a3j3a4j4
,

由于第一行中除a14外全为0,故只考虑j1=4;同理,只需考虑j2=3,j3=2,j4=1,这就是说,行

列式展开式中不为0的项只有a14a23a32a41,而其逆序数为τ(4321)=6,所以此项的符号为正号。因此行

列式D 的值为

D=1×2×3×4=24
【例1 6】 计算n 阶行列式

a11 a12 … a1n

0 a22 … a2n

︙ ︙   ︙

0 0 … ann
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【解】 根据行列式的定义

D= ∑
j1j2…jn

(-1)τ(j1j2…jn)a1j1a2j2
…a3jn

根据一般项考察不为零的项。
D= (-1)τ(12…n)a11a22…ann=a11a22…ann

上述行列式称为上三角行列式,其特征为在a11到ann所构成的主对角线以下的元素全为零。上三

角行列式的值等于其主对角线上n 个元素的乘积。
作为 【例1 2】的特殊情况,如下行列式

D=

a11 0 … 0
0 a22 … 0
︙ ︙   ︙
0 0 … ann

=a11a22…ann

这种除主对角线上元素外,其余元素为零的行列式称为对角行列式。
【例1 7】 计算行列式

D=

0 0 …  0  0 n
0 0 …  0 n-1 0
0 0 … n-2 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
0 2 …  0  0 0
1 0 …  0  0 0

【解】 根据行列式的定义

D= ∑
j1j2…jn

(-1)τ(j1j2…jn)a1j1a2j2
…a3jn

根据D 的特点,D 中各项的n 个元素的乘积,除a1na2n-1…an-12an1外,其余全部为零,所有

D= (-1)τ(nn-1…21)n· (n-1)…2·1= (-1)
n(n-1)
2 n!

我们称上述行列式为副对角行列式。

定理3 n 阶行列式D=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙   ︙
an1 an2 … ann

中的乘积项可以表示成

(-1)τ(i1i2…in)ai11ai22…ainn (1.14)
或

(-1)τ(i1i2…in)+τ(j1j2…jn)ai1j1ai2j2
…ainjn

(1.15)
式 (1.14)列标是自然排列、行标是n 级排列i1i2…in 时的乘积项,式 (1.15)中行标i1i2…in 和

列标j1j2…jn 均为n 级排列。
式 (1.14)和式 (1.15)的价值在于丰富了用定义计算行列式的方法,即不一定只用行标是自然排

列、列标是n 级排列来计算行列式,也可用列标是自然排列、行标是n 级排列,或行标、列标都是n
级排列来计算行列式。

例如,行列式

D=

a 0 0 0
0 0 0 b
0 c 0 0
0 0 d 0

既可按照式 (1.13)计算:

D= (-1)τ(1423)abcd=abcd
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也可按照式 (1.14)计算:

D= (-1)τ(1342)acdb=abcd
【习题1.1】

1.计算下列二阶、三阶行列式。

(1)
1 2
5 3

            (2)
a a2

b ab

(3)
0 1 -3
-1 0 2
3 -2 0

(4)
1 0 1
2 1 1
3 2 1

2.求k为何值时,下列行列式成立。

(1)
k 3 4
-1 k 0
0 k 1

=0     (2)
3 1 k
4 k 0
1 0 k

≠0

3.求下列排列的逆序数。
(1)41253;
(2)3712456;
(3)n (n-1)…21。

4.选择i和k使:
(1)1274i56k9成为偶排列;
(2)3972i15j4成为奇排列。

5.在六阶行列式中,下列各元素乘积应取什么符号?
(1)a15a23a32a44a51a66;
(2)a11a26a32a44a53a65;
(3)a21a53a16a42a65a34;
(4)a51a32a13a44a65a26;
(5)a61a52a43a34a25a16。
6.选择k和l使a13a2ka34a42a5l成为五阶行列式中带有负号的项。

7.确定下列16个元素皆不同的四阶行列式

1 -6 8  0
3 5 -1 6
4 -2 -3 -4
-5 7 -7 2

中乘积8× (-5)× (-2)×6

前应赋予什么符号?

8.计算行列式。

n 0 0 … 0 0
0 0 0 … 0 n-1
0 0 0 … n-2 
︙ ︙ ︙   ︙ ︙

0 0 2 … 0 0
0 1 0 … 0 0

—9—



1.2 行列式的性质

设n 阶行列式

D=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙   ︙
an1 an2 … ann

把D 中的行与列互换,所得的n 阶行列式记作DT,即

DT=

a11 a21 … an1

a12 a22 … an2

︙ ︙   ︙
a1n a2n … ann

称DT 为n 阶行列式D 的转置行列式。
性质1 行列式D 与其转置行列式DT 相等,即D=DT。
证 设DT= bij ,因为在D 中第i行第j列的元素aij(i,j=1,2,…,n)就是DT 中第j行第i列

的元素bji,即aij=bji,所以由行列式定义式(1.13)和式 (1.14),得

D= ∑
j1j2…jn

(-1)τ(j1j2…jn)a1j1a2j2
…anjn

= ∑
j1j2…jn

(-1)τ(j1j2…jn)bj11aj22
…ajnn

=DT

性质1 说明:在行列式中行与列的地位是对等的,对行成立的性质对列也成立。下面行列式的

其他性质都具有这个特点,因此一般仅对行给出证明。
【例1 8】 计算行列式

D=

a11 0 … 0
a21 a22 … 0
︙ ︙   ︙

an1 an2 … ann

【解】 根据性质1得

D=DT=

a11 a21 … an1

0 a22 … an2

︙ ︙   ︙
0 0 … ann

=a11a22…ann

我们称在a11到ann所组成的对角线以上的元素全为零的行列式为下三角行列式,其行列式的值等

于其主对角线上元素的乘积。上三角行列式和下三角行列式统称为三角行列式,显然三角行列式的值

都等于主对角线元素的乘积。
三角行列式的这一计算结果,在行列式的计算中经常被人们加以利用来简化行列式的计算。
性质2 在行列式中,互换两行 (或两列)对应元素的位置,行列式的值改变符号,即

a11 a12 … a1n

︙ ︙   ︙
at1 at2 … atn

︙ ︙   ︙
as1 as2 … asn

︙ ︙   ︙
an1 an2 … ann

=-

a11 a12 … a1n

︙ ︙   ︙
as1 as2 … asn

︙ ︙   ︙ 
at1 at2 … atn

︙ ︙   ︙
an1 an2 … ann
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证 设上式左边行列式为D,右边为D1,且D1 的第i行第j列元素为bij,则D 的s行、t行与

D1 的t行、s行的元素之间有关系:

asj=btj,atj=bsj (j=1,2,…,n)
此外,由aij=bij (i≠s,t;j=1,2,…,n),注意到对换改变排列的奇偶性,所以τ (1…s…

t…n)与τ (1…t…s…n)的奇偶性相反,由式 (1.15)得

D=∑(-1)τ(1…s…t…n)+τ(1…t…s…n)a1j1
…asjs

…atjt
…anjn

=-∑(-1)τ(1…t…s…n)+τ(1…s…t…n)b1j1…btjt
…bsjs

…bnjn

=-D1

例如,
1 2 3
0 0 1
0 5 -1

=-
1 2 3
0 5 -1
0 0 1

=-5

推论 若行列式的两行 (列)完全相同,则此行列式为零。

a11 a12 … a1n

︙ ︙   ︙

at1 at1 … atn

︙ ︙   ︙

at1 at1 … atn

︙ ︙   ︙

an1 an2 … ann

=0

证  由性质2,交换行列式的t行和s行的所有对应元素,有

D=-D
则D=0。
性质3 在行列式中,如果某一行 (列)的所有元素都有公因子k,则k 可提到行列式符号之外。

即

a11 a12 … a1n

︙ ︙   ︙

kai1 kai2 … kain

︙ ︙   ︙

an1 an2 … ann

=k

a11 a12 … a1n

︙ ︙   ︙

ai1 ai2 … ain

︙ ︙   ︙

an1 an2 … ann

证 在上式中,由行列式的定义,得

左端= ∑
j1j2…jn

(-1)τ(j1j2…jn)a1j1a2j2
…kaijianjn

=k ∑
j1j2…jn

(-1)τ(j1j2…jn)a1j1a2j2
…aiji

…anjn

=右端

推论1 在行列式中,如果有一行 (或列)元素全为零,则行列式的值为零。

例如

1 2 7
0 0 0
5 4 1

=0 (第2行对应元素全为0)

1 0 7
2 0 3
5 0 1

=0 (第2列对应元素全为0)

推论2 在行列式中,如果两行 (或两列)对应元素成比例,则行列式的值为零。
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a11 a12 … a1n

︙ ︙   ︙

at1 at1 … atn

︙ ︙   ︙

kat1 kat1 … katn

︙ ︙   ︙

an1 an2 … ann

=0

例如,
1 5 8
2 7 3
4 14 6

=0 (第2、第2行对应元素成比例)

注意:在行列式中,如果所有元素都有公因子k,则可以将k提到行列式外表示成kn,即

ka11 ka12 … ka1n

ka21 ka22 … ka11

︙ ︙   ︙

kan1 kan2 … kann

=kn

a11 a12 … a1n

a21 a22 … ka11

︙ ︙   ︙

an1 an2 … ann

性质4 在行列式中,如果某一行 (或列)的所有元素都是两个数的和,则此行列式等于两个新

行列式的和,即

 a11   a12  …  a1n

︙  ︙    ︙

at1+bt1 at2+bt2 … atn+btn

︙  ︙    ︙

 an1   an2 …  ann

=

a11 a12 … a1n

︙ ︙   ︙

at1 at2 … atn

︙ ︙   ︙

an1 an2 … ann

+

a11 a12 … a1n

︙ ︙   ︙

bt1 bt2 … btn

︙ ︙   ︙

an1 an2 … ann

证 设上式左边行列式为D,右边第一个行列式为D1,第二个行列式为D2,由行列式的定义得

D= ∑
j1j2…jn

(-1)τ(j1j2…jn)a1j1a2j2
…(asjs +bsjs

)…anjn

= ∑
j1j2…jn

(-1)τ(j1j2…jn)a1j1a2j2
…asjs

…anjn + ∑
j1j2…jn

(-1)τ(j1j2…jn)a1j1a2j2
…bsjs

…anjn

=D1+D2

注意:

a11+b11 a12+b12
a21+b21 a22+b22

≠
a11 a12

a21 a22

+
b11 b12
b21 b22

这说明两个行列式的和一般不等于这两个行列式中元素对应相加,即行列式一般没有元素相加运

算。事实上

a11+b11 a12+b12
a21+b21 a22+b22

=
a11 a12+b12
a21 a22+b22

+
b11 a12+b12
b21 a22+b22

=
a11 a12

a21 a22

+
a11 b12
a21 b22

+
b11 a12

b21 a22

+
b11 b12
b21 b22

【例1 9】 计算行列式

D=
1  2  3
2  3  1
198 299 103

【解】 把行列式的第三行元素分别看为:200-2,300-1,100+3,利用性质4和性质3推论2,
得
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D =
 1   2   3
 2   3   1
200-2 300-1 100+3

=
1  2  3
2  3  1
200 300 100

+
1  2 3
2  3 1
-2 -1 3

=0+6=6
【例1 10】 证明

a1+b1 b1+c1 c1+a1

a2+b2 b2+c2 c2+a2

a3+b3 b3+c3 c3+a3

=2
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

【证】 因为等号左边的行列式中每一列都是两个元素相加,利用性质4、性质3及推论2,得

a1+b1 b1+c1 c1+a1

a2+b2 b2+c2 c2+a2

a3+b3 b3+c3 c3+a3

=
a1 b1+c1 c1+a1

a2 b2+c2 c2+a2

a3 b3+c3 c3+a3

+
b1 b1+c1 c1+a1

b2 b2+c2 c2+a2

b3 b3+c3 c3+a3

=
a1 b1+c1 c1
a2 b2+c2 c2
a3 b3+c3 c3

+
a1 b1+c1 a1

a2 b2+c2 a2

a3 b3+c3 a3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

+
b1 b1 c1+a1

b2 b2 c2+a2

b3 b3 c3+a3

+
b1 c1 c1+a1

b2 c2 c2+a2

b3 c3 c3+a3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

=
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

+
a1 c1 c1
a2 c2 c2
a3 c3 c3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

+
b1 c1 c1
b2 c2 c2
b3 c3 c3

+
b1 c1 a1

b2 c2 a2

b3 c3 a3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

=
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

+
b1 c1 a1

b2 c2 a2

b3 c3 a3

=2
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

性质5 在n 阶行列式中,某一行 (或列)各元素同乘以数k 后,分别加到另一行 (或列)各对

应元素上,行列式的值不变,即

a11 a12 … a1n

︙ ︙   ︙
as1 as2 … asn

︙ ︙   ︙
at1 at2 … atn

︙ ︙   ︙
an1 an2 … ann

=

 a11   a12  …  a1n

 ︙   ︙     ︙
as1+kat1 as2+kat2 … asn+katn

 ︙   ︙     ︙
 at1   at2 …  atn

 ︙   ︙     ︙
 an1   an2 …  ann

性质5在行列式的计算中最常用,它是行列式的重要工具。利用行列式的性质结合例1 8的结

果,可以获得行列式的第一种基本计算方法———三角行列式法。它的一般步骤如下。
(1)若a11≠0,将第一行或第一列提取公因子a11到行列式外,使第一行第一个元素为1 (注意尽

量避免将元素化为分数,否则将给后面的计算增加困难)。
若a11=0,将第一行与其他行互换 (注意互换行改变行列式值的符号),使新的a'

11≠0,然后提取
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公因子a'
11,使第一行第一个元素为1。

(2)将第一行乘-a21,-a31,…,-an1 (或者-a'
21,-a'

31,…,-a'
n1)并分别加到第2,

3,…,n 行对应元素上,使第一行或第一个元素以下的元素全部化为零。
从第二行依次用类似的方法把主对角线a'

22,a'
33,…,a'

n-1,n-1以下的元素全部化为零,即可得上

三角行列式,这时主对角线上所有元素的乘积就是行列式的值。
为了清楚地反映行列式的变换过程,特规定以下记号。
“ri↔rj”表示将行列式的第i,j行元素互换;
“kri”表示将行列式的第i行的元素乘以k;
“ri+krj”表示将行列式的第j列元素的k倍加到第i行的元素。
此外约定,对行列式的列进行的类似变换只需将上述记号中的字母 “r”换作 “c”即可。例如,

“c2-3c4”表示将行列式的第4列元素乘以-3加到第2列元素;“c4+c1+c2+c3”表示将行列式的第

1,2,3列元素加到第4列元素上去。
【例1 11】 计算行列式

D=

1  1 -1 2
-1 -1 -4 1
2  4 -7 1
1  2  4 2

【解】 由于a11=1≠0,利用a11把第一列的其余元素化为零,得

D=

1 1 -1 2
-1 -1 -4 1
2 4 -7 1
1 2 4 2

r4-r1
r3-2r1
r2+r1

1 1 -1 2
0 0 -5 3
0 2 -5 -3
0 1 5 0

r2↔r4-

1 1 -1 2
0 1 5 0
0 2 -5 -3
0 0 -5 3

r3-2r2-

1 1 -1 2
0 1 5 0
0 0 -15 -3
0 0 -5 3

r4-
1
3r3 -

1 1 -1 2
0 1 5 0
0 0 -15 -3
0 0 0 4

=60

【例1 12】 计算n 行列式

D=

a b b … b
b a b … b
b b a … b
︙ ︙ ︙ ︙

b b b … a
【解】 由于行列式的每一行的元素之和是相同的,因此,从第2列开始将各列的元素都加到第一列,然

后提出第一列的公因子 [a+ (n-1)b],再将第一行乘以-1加到其余各行,D 就化为上三角行列式。即

D =

a b b … b
b a b … b
b b a … b
︙ ︙ ︙ ︙

b b b … a

c1+c2+…+cn

a+ (n-1)b b b … b
a+ (n-1)b a b … b
a+ (n-1)b b a … b

︙ ︙ ︙ ︙

a+ (n-1)b b b … a

= [a+ (n-1)b]

1 b b … b
1 a b … b
1 b a … b
︙ ︙ ︙ ︙

1 b b … a

r2-r1
r3-r
 …

rn-r1

[a+ (n-1)b]

1 b b … b
0 a-b b … b
0 0 a-b … b
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … a-b
= [a+ (n-1)b](a-b)n-1
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【例1 13】 解方程

2 2 2 … n-x
1 1-x 1 … 1
1 1 2-x … 1
︙ ︙ ︙ ︙

1 1 1 … (n-1)-x

=0

【解】 把行列式最后一行乘以-1加到第一行,再将第一行乘以-1分别加到其余各行,就化为

上三角行列式,即

2 2 2 … n-x
1 1-x 1 … 1
1 1 2-x … 1
︙ ︙ ︙ ︙

1 1 1 … (n-1)-x

r1-rn

1 1 1 … 1
1 1-x 1 … 1
1 1 2-x … 1
︙ ︙ ︙ ︙

1 1 1 … (n-1)-x

ri-r1
i=2,3,…,n

1 1 1 … 1
0 -x 0 … 0
0 0 1-x … 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … (n-2)-x

=-x (1-x)… [(n-2)-x]=0

所以方程的解为x1=0,x2=1,…,xn-1=n-2。

【习题1.2】

1.用行列式的性质计算行列式。

(1)
1 3 302
-4 3 297
2 2 203

             (2)
x y x+y
y x+y x

x+y x y

(3)
a-b a b
-a b-a a
b -b -a-b

        (4)
a+b+2c a b

c b+c+2a b
c a c+a+2b

(5)

1 1 1 1
-1 1 1 1
-1 -1 1 1
-1 -1 -1 1

  (6)

1 2 0 1
1 3 5 0
0 1 5 6
1 2 3 4

2.计算下列行列式。

(1)

2 1 4 -1
3 -1 2 -1
1 2 3 -2
5 0 6 -2

      (2)

a b b b
a b a b
a a b b
a b b a

(3)

1+x 1 1 1
1 1-x 1 1
1 1 1+y 1
1 1 1 1-y
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3.计算下列n 阶行列式。

(1)

1 2 2 … 2
2 2 2 … 2
2 2 3 … 2
… … … … …

2 2 2 … n

    (2)

x a a … a
a x a … a
a a x … a
… … … … …

a a a … x
4.解方程

1 2 3 … n
1 3-x 3 … n
1 2 5-x … n
︙ ︙ ︙ ︙

1 2 3 … 2n-1-x

1.3 行列式按行(列)展开定理

1.3.1 按一行 (列)展开行列式

定义1 在n 阶行列式

D=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

中,把元素aij所在的第i行和第j列划去后,留下的 (n-1)2 个元素按照原来顺序排列所得的n-1
阶行列式

a11 … a1,j-1 a1,j+1 … a1n

︙ ︙ ︙ ︙

ai-1,1 … ai-1,j-1 ai-1,j+1 … ai-1,n

ai+1,1 … ai+1,j-1 ai+1,j+1 … ai+1,n︙︙︙

an1 … an,j-1 an,j+1 … ann

称为元素aij的余子式,记作Mij。

记Aij= (-1)i+jMij称为元素aij的代数余子式。
由定义可知,Aij与行列式中第i行、第j列的元素无关。
例如,五阶行列式

a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 a45

a51 a52 a53 a54 a55

中元素a34和a11的余子式分别为
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M34=

a11 a12 a13 a15

a21 a22 a23 a25

a41 a42 a43 a45

a51 a52 a53 a55

,M11=

a22 a23 a24 a25

a32 a33 a34 a35

a42 a43 a44 a45

a52 a53 a54 a55

其对应的代数余子式

A34= (-1)3+4M34=-M34,A11= (-1)1+1M11=M11

引理 若在n 阶行列式D 的第i行中有一个元素aij≠0,其余元素全为零,则

D=aijAij

证 先证明i=1,j=1的情形。此时

D=

a11 0 … 0
a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

因为在D 的第一行元素中,除a11外其余都为零,所以在D 中含有a1j (j1≠1)的项都为零,由

行列式的定义得

D= ∑
j1j2…jn

(-1)τ(j1j2…jn)a1j1a2j2
…anjn

= ∑
1j2…jn

(-1)τ(j2…jn)a11a2j2
…anjn

=a11∑
j2…jn

(-1)τ(j2…jn)a2j2
…anjn

=a11M11=a11(-1)1+1M11

=a11M11

再证明一般情形,此时

D=

a11 … a1j … a1n

︙ ︙ ︙

0 … aij … 0
︙ ︙ ︙

an1 … anj … ann

先将第i行依次与第i-1,i-2,…,2,1行互换后,再将第j列依次与第j-1,j-2,…,2,
1列互换,由行列式的性质2,得

D= (-1)(i-1)+(j-1)

aij 0 … 0 0 … 0
a1j a11 … a1,j-1 a1,j+1 … a1n

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

ai-1,j ai-1,1 … ai-1,j-1 ai-1,j+1 … ai-1,n

ai+1,j ai+1,1 … ai+1,j-1 ai+1,j+1 … ai+1,n

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

anj an1 … an,j-1 an,j+1 … ann

D= (-1)(i-1)+(j-1)aijMij= (-1)i+jaijMij=aijAij

定理1 设n 阶行列式

D=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann
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则n 阶行列式D 的值等于它的任意一行 (列)的各元素与其对应的代数余子式的乘积之和。即

D=ai1Ai1+ai2Ai2+…+ainAin (i=1,2,…,n)
或

D=a1jA1j+a2jA2j+…+anjAnj (j=1,2,…,n)
证 仅证D=ai1Ai1+ai2Ai2+…+ainAin (i=1,2,…,n)

D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

=

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙

ai1+0+…+0 0+ai2+…+0 … 0+0+…+ain

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

由行列式性质4及引理得

D =

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙

ai1 0 … 0
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

+

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙

0 ai2 … 0
︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

+

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙

0 0 … ain

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

=ai1Ai1+ai2Ai2+…+ainAin (i=1,2,…,n)
【例1 14】 计算行列式

D=

2 0 0 4
3 1 0 0
5 0 1 0
0 2 3 2

【解】 由定理1,按第一行展开,得

D =2× (-1)1+1
1 0 0
0 1 0
2 3 2

+4× (-1)1+4
3 1 0
5 0 1
0 2 3

=2×2-4× (-6-15)=88
推论 n 阶行列式D 的任意一行 (列)的元素与另一行 (列)对应元素的代数余子式乘积的和等

于零。即

ai1As1+ai2As2+…+ainAsn=0 (i≠s)
a1jA1t+a2jA2t+…+anjAnt=0 (j≠t)

证 把行列式D 的第s行元素换为第i行 (i≠s)的对应元素,得到新的行列式D1。D1 中有两

行元素完全相同,因此D1=0。把D1 按第s行展开,得

D1=ai1As1+ai2As2+…+ainAsn=0 (i≠s)
用类似的方法可证

a1jA1t+a2jA2t+…+anjAnt=0 (j≠t)
综合定理1及其推论,有

∑
n

j=1
aijAsi=

D,i=s
0,i≠s{ ,∑

n

i=1
aijAit=

D,j=t
0,j≠t{
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定理1表明,n 阶行列式的计算可以 “降”为若干个n-1阶的行列式计算,但当行列式的某一行

(列)的元素有很多不为零时,按这行 (列)展开并不能减少很多计算量,因此,我们总是选择行列式

中有较多零元素的行 (列)来展开。其主要做法是:先利用行列式的性质把行列式的某行 (列)尽可

能化为仅含一个非零元素,再结合定理4,按此行 (列)降阶展开,就能简化行列式的计算。实际上

这是一种将高阶行列式化为低阶行列式的计算方法,称为降阶法,它是行列式的第二种计算方法。
【例1 15】 计算行列式

D=

2 -3 4 1
4 2 3 2
1 0 2 0
3 1 4 0

【解】 先观察到第四列的元素中,已有两个为零,则利用行列式的性质,将第一行的各元素乘以

-2加到第二行上,再按第四列降阶展开,得

D =

2 -3 4 1
4 2 3 2
1 0 2 0
3 1 4 0

r2-2r1

2 -3 4 1
0 8 -5 0
1 0 2 0
3 1 4 0

=1× (-1)1+4×
0 8 -5
1 0 2
3 1 4

c3-2c1-
0 8 -5
1 0 0
3 1 -2

继续按第二行降阶展开,得

D=-1× (-1)2+1×
8 -5
1 -2

=-11

【例1 16】 计算n 阶行列式

D=

a b 0 … 0 0
0 a b … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … a b
b 0 0 … 0 a

【解】 先按第一列降阶展开,再按三角行列式计算,得

D =a

a b … 0 0
0 a … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … a b
0 0 … 0 a

+ (-1)n+1b

b 0 … 0 0
a b … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … b 0
0 0 … a b

=an+ (-1)n+1bn

【例1 17】 计算n 阶行列式

Dn=

x -1 0 … 0 0
0 x -1 … 0 0
0 0 x … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … x -1
an an-1 an-2 … a2 a1

【解】 先将行列式的第二,第三,…,第n 列分别乘以x,x2,…,xn-1加到第一列,然后再按
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第一列降阶展开,得

Dn =

x -1 0 … 0 0
0 x -1 … 0 0
0 0 x … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … x -1
an an-1 an-2 … a2 a1

=

0 -1 0 … 0 0
0 x -1 … 0 0
0 0 x … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … x -1

∑
n

i=1
aixn-i an-1 an-2 … a2 a1

=(∑
n

i=1
aixn-i)(-1)n+1

-1 0 … 0 0
x -1 … 0 0
0 x … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … x -1

=(∑
n

i=1
aixn-i)(-1)n+1(-1)n-1

=∑
n

i=1
aixn-i

【例1 18】 证明范德蒙德行列式

D=

1 1 1 … 1
x1 x2 x3 … xn

x2
1 x2

2 x2
3 … x2

n

︙ ︙ ︙ ︙

xn-1
1 xn-1

2 xn-1
3 … xn-1

n

= ∏
n≥i>j≥1

(xi-xj)

【证】用数学归纳法证明,当n=2时,

D=
1 1
x1 x2

=x2-x1= ∏
2≥i>j≥1

(xi-xj)

结论成立。假定结论对n-1阶范德蒙德行列式成立,下面证明对n阶范德蒙德行列式结论也成立。
从第n 行起到第二行,每行各元素都依次减去上面一行对应元素的x1 倍,得

Dn=

1 1 1 … 1
0 x2-x1 x3-x1 … xn-x1

0 x2 (x2-x1) x3 (x3-x1) … xn (xn-x1)
︙ ︙ ︙ ︙

0 xn-2
2 (x2-x1) xn-2

3 (x3-x1) … xn-2
n (xn-x1)

按第一列展开,并提出各列公因子,得
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Dn= (x2-x1)(x3-x1)… (xn-x1)

1 1 … 1
x2 x3 … xn

x2
2 x2

3 … x2
n

︙ ︙ ︙

xn-2
2 xn-2

3 … xn-2
n

右边行列式是n-1阶范德蒙德行列式,由假设知

Dn =(x2-x1)(x3-x1)…(xn -x1)~ ∏
n≥i>j≥2

(xi-xj)

即

Dn = ∏
n≥i>j≥1

(xi-xj)

【例1 19】 计算n 阶行列式

Dn=

x xy 0 … 0 0
1 x+y xy … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … x+y xy
0 0 0 … 1 x+y

【解】 在Dn 中,先将第一行的公因子x 提出来,又将第一行乘以-1加到第二行,再按第一列

降阶展开,得

Dn =x

1 y 0 … 0 0
1 x+y xy … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … x+y xy
0 0 0 … 1 x+y

=x

1 y 0 … 0 0
0 x xy … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … x+y xy
0 0 0 … 1 x+y

=xDn-1

于是,可得递推公式

Dn=xDn-1

由于Dn-1是与Dn 具有相同元素结构的n-1阶行列式,对Dn-1继续提公因子,降阶展开,又得

Dn-1=xDx-2,同理,Dn-3=xDn-4,…,D1=1,故

Dn=xDn-1=x2Dn-2=…=xn-1D1=xn

1.3.2 行列式按某k行 (列)展开

定义2 在n 阶行列式D 中,任意选定k行和k列 (1≤k≤n),位于这些行和列交叉点处的k2 个

元素,按原来排列组成相对保持不变的一个k阶行列式M,称为行列式D 的一个k阶子式。
在D 中划去k行、k列后,余下的元素按原来排列组成相对保持不变的一个n-k 阶行列式N,

称为k阶子式M 的余子式。
如果k阶子式M 在D 中所在行与列的行标和列标分别为i1,i2,…,ik 和j1.j2,…jk,则在M

的余子式N 前添加符号

A= (-1)(i1+i2+…+ik)+(j1+j2+…+jk)N
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后,所得到的n-k阶行列式,称为k阶子式M 的代数余子式,记作A,即

A= (-1)(i1+i2+…+ik)+(j1+j2+…+jk)N

例如,在四阶行列式D=

1 2 3 4
5 6 7 8
0 2 0 0
0 0 3 0

中,如果选定第一、第二行和第三、第四列,就可以确定

行列式D 的一个二阶子式

M=
3 4
7 8

M 的余子式为

N=
0 2
0 0

M 的代数余子式为

A= (-1)(1+2)+(3+4)
0 2
0 0

拉普拉斯定理 在行列式D 中任意取定k 行 (1≤k≤n),则行列式D 等于由这k 行元素组成的

所有k阶子式M1,M2,…,Mt 与其对应的代数余子式A1,A2,…,At 的乘积之和。即

D=M1A1+M2A2+…+MtAt (t=Ck
n=

n!
k! (n-k)!

)

证明略。
显然,定理4是定理5取一阶子式的特殊情形。定理5主要应用于高阶行列式的某些行和列中零

元素较多的行列式计算。
【例1 20】 用拉普拉斯定理计算行列式

D=

1 2 3 4
5 6 7 8
0 2 0 0
0 0 3 0

【解】 因为在行列式中按第三、第四行展开的全部二阶子式为

M1=
0 2
0 0

=0,       M2=
0 0
0 3

=0,       M3=
0 0
0 0

=0,

M4=
2 0
0 3

=6,     M5=
2 0
0 0

=0,     M6=
0 0
3 0

=0

所以由定理5,得

D=M4A4

而 M4=
2 0
0 3

=6的代数余子式为

A= (-1)(3+4)+(2+3)1 4
5 8

=-12

故

D=M4A4=6× (-12)=-72
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【习题1.3】

1.计算下列行列式。

(1)

5 -2 1 3
0 0 4 0
-3 -1 6 2
1 0 7 0

             (2)

2 -3 4 1
4 2 3 2
1 0 2 0
3 -1 4 0

(3)

1 27 8 64
1 9 4 16
1 3 2 4
1 1 1 1

  (4)

1 1 1 1
a b c d
a2 b2 c2 d2

a4 b4 c4 d4

2.计算下列n 阶行列式。

(1)

x+1 1 1 … 1 1
1 x+1 1 … 1 1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

1 1 1 … x+1 1
1 1 1 … 1 x+1

(2)

a0 -1 0 … 0 0
a1 x -1 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

an-2 0 0 … x -1
an-1 0 0 … 0 x

(3)

2 -1 0 … 0 0
-1 2 -1 … 0 0
0 -1 2 … 0 0
︙ ︙ ︙ … ︙ ︙

0 0 0 … -1 2

3.设多项式f (x)=

2 0 x 1
-1 3 4 0
1 2 x3 1
0 -2 x2 4

,求f(x)各项的系数及常数项。

1.4 克拉默(Cramer)法则

定理1 (克拉默法则)如果n 元线性方程组

a11x1+a12x2+…+a1nxn=b1
a21x1+a22x2+…+a2nxn=b2
    …………

an1x1+an2x2+…+annxn=bn

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

的系数行列式
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D=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

≠0

则方程组有唯一的解

xj=
Dj

D
(j=1,2,…,n)

其中,Dj(j=1,2,…,n)是把系数行列式D 的第j 列元素a1j,a2j,…,anj换为方程组常数项b1,b2,…,
bn,其余元素不变所得到的行列式。即

Dj=

a11 … a1,j-1 b1 a1,j+1 … a1n

a21 … a2,j-1 b2 a2,j+1 … a2n

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

an1 … an,j-1 bn an,j+1 … ann

(j=1,2,…,n)

(证明略)
【例1 21】 求解线性方程组

2x1 +x2 -5x3 +x4 = 8
x1 -3x2 -6x4 = 9

2x2 -x3 +2x4 = -5
x1 +4x2 -7x3 +6x4 = 0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

【解】 因为方程组的系数行列式

D=

2 1 -5 1
1 -3 0 -6
0 2 -1 2
2 4 -7 6

=
-3 3
-7 -2

=27≠0

所以方程组有唯一解。
同样可以计算

D1=

8 1 -5 1
9 -3 0 -6
-5 2 -1 2
0 4 -7 6

=81          D2=

2 8 -5 1
1 9 0 -6
0 -5 -1 2
1 0 -7 6

=-108

D3=

2 1 8 1
1 -3 9 -6
0 2 -5 2
1 4 0 6

=-27          D4=

2 1 -5 8
1 -3 0 9
0 2 -1 -5
1 4 -7 0

=27

所以x1=
D1

D =3
,x2=

D2

D =-4
,x3=

D3

D =-1
,x4=

D4

D =1
。

即方程组有唯一解为x1=3,x2=-4,x3=-1,x4=1。
在n 元线性方程组中,如果常数项bi(i=1,2,…,n)全为零,

即

a11x1+a12x2+…+a1nxn=0
a21x1+a22x2+…+a2nx2=0
    …………

an1x1+an2x2+…+annxn=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

称为n 元齐次线性方程组。显然,齐次线性方程组必定有解x1=0,x2=0,…,xn=0。
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称为齐次线性方程组的零解,关于n 元齐次线性方程的解有如下推论。
推论1 若n 元齐次线性方程组的系数行列式D≠0,则方程组仅有零解。
证 因为D≠0,根据克拉默法则,方程组有唯一解

xj=
Dj

D
(j=1,2,…,n)

由于方程组的常数项全为零,由行列式性质3的推论1知方程组仅有零解。
推论2 如果齐次线性方程组有非零解,则方程组的系数行列式D=0。

【习题1.4】
1.用克拉默法则求解下列方程组。

(1)
bx-ay+2ab=0
-2cy+3bz-bc=0,其中abc≠0
cx+az=0

ì

î

í

ïï

ïï

(2)

ax1+ax2+bx3=1

ax1+bx2+ax3=1,其中a≠b,-
b
2

bx1+ax2+ax3=1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(3)

2x1+x2-5x3+x4=8
x1-3x2-6x4=9
2x2-x3+2x4=-5
x1+4x2-7x3+6x4=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

2.讨论λ为何值时,线性方程组

λx1+x2+x3=1
x1+λx2+x3=λ

x1+x2+λx3=λ2

ì

î

í

ï
ï

ïï

有唯一解,并求出其解。

3.当k取何值时,下面的方程组仅有零解?

(1)
3x+2y-z=0
kx+7y-2z=0
2x-y+3z=0

ì

î

í

ïï

ïï

(2)
kx+y+z=0
x+ky-z=0
2x-y+z=0

ì

î

í

ïï

ïï

4.对于三次多项式f(x),已知f(0)=0,f(1)=-1,f(2)=4,f(-1)=1,求f(x)。

5.某工厂生产甲、乙、丙三种钢制品,已知甲种产品的钢材利用率为60%,乙种产品的钢材利用

率为70%,丙种产品钢材利用率为80%。年进货钢材总吨位为100吨,年产品总吨位为67吨。此外

甲、乙两种产品必须配套生产,乙产品成品总重量是甲产品成品总重量的70%。还已知生产甲、乙、
丙三种产品每吨可获得的利润分别是1万元、1.5万元、2万元。问该工厂本年度可获利润多少万元。
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【复习题一】

1.排列34679215的逆序数τ (34679215)=     。

2.行列式

a b c
1 -1 1
1 2 3

=     。

3.行列式

2 1 -4
1 3 2
-3 1 5

的代数余子式A31=    ,A32=    。

4.若将行列式D 的某两行互换,再将其中某一列每个元素都反号,则行列式的值     。

5.若行列式每行元素之和都为零,则此行列式的值为   。

6.线性方程组
ax1+bx2=m
cx1+dx2=n{ 的系数满足    时,方程组有唯一解。

7.若
3 1 -1
2 5 x
2 3 2

=2,则x=    。

8.

0 0 0 a
0 0 b 0
0 c 0 0
d 0 0 2

=       。

9.

1 2 3 4
0 3 -1 5
-2 3 -7 3
0 0 -4 4

中的代数余子式A34为    。

10.将n 阶行列式D 中所有元素都反号,形成的行列式的值为     。

11.若
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

=D,
a11 2a12 3a13

a21 2a22 3a23

a31 2a32 3a33

=     。

12.解方程

x-1 2 0
2 x 2
0 2 x+1

=0。

13.若
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

=2,求行列式

6a11 5a11-4a12 a13

6a21 5a21-4a22 a23

6a31 5a31-4a32 a33

的值。

14.求

2 1 4 -1
3 -1 x 5
1 2 7 1
5 1 6 -2

中x 的系数。

15.计算行列式:

1 2 0 1
1 3 2 9
-1 1 5 6
2 3 1 2

。
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16.若某四阶行列式第三行元素依次为a31=2,a32=7,a33=-2,a34=5,对应的余子式依次为

M31=6,M32=1,M33=3,M34=2,求此行列式的值。

17.已知

1 1 5 7
2 1 2 -1
3 1 0 x
1 2 7 1

=0,求x=    。

18.求行列式

0 1 0 … 0
0 0 2 … 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … n-1
n 0 0 … 0

的值。

19.用克拉默法则求解方程组

3x1+5x2+x3=4
2x1-3x2+2x3=-3
5x1+4x2-2x3=2

ì

î

í

ï
ï

ïï

。
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